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COMMERCIA ECS

Document de travail en
mathématiques pour ’entrée en

ECS1

Chers futurs étudiants, comme vous le constaterez, les mathématiques de

prépa sont trés différentes des enseignements que vous avez connus jusqu’ici. Ce
polycopié présente des concepts qui vous aideront grandement & appréhender
cette nouveauté.
Ce polycopié peut étre abordé dés la fin de la classe de terminale et particulié-
rement durant 1’été qui précéde 'entrée en ECS. Il est préférable d’étudier les
paragraphes dans l'ordre et de passer le temps nécessaire a bien comprendre une
notion plutét que de vouloir tout survoler. Nous vous recommandons d’étudier
prioritairement :

— Dans le chapitre 1 les raisonnements par récurrence (avec les exercices
1,2,3,5,6). On pourra laisser le raisonnement par ’absurde et par analyse
synthése en deuzieme lecture.

— Dans le chapitre 2 les calculs de somme qui sont trés importants. Cet
outil sera utilisé tout au long de 'année (les exercices 8,9,11,15,16 sont a
travailler particuliérement).

— Dans le chapitre 3 les formules de trigonométrie et de nombres complexes.
(les exercices 20, 24 , 25 sont & travailler).

— Le chapitre 5 sur la dérivation avec les exercices 38, 40,42,43,44. On
pourra laisser l’exercice 41 et la méthode de Newton en deuxiéme lecture.

Les autres parties du polycopié pourront étre étudiées également avec profit,
mais il est préférable de se concentrer sur les points cités ci-dessus avant de les
aborder.

Les mathématiques ne se lisent pas comme un roman et il est nécessaire

de s’armer d’un crayon et d’essayer de refaire les calculs et démonstrations par
soi-méme.
Enfin, ne vous découragez surtout pas si vous ne trouvez pas toutes les solu-
tions. Il faut parfois s’y reprendre a plusieurs fois pour résoudre une question
difficile ; les techniques seront toutes reprises durant ’année et les exercices dont
les numeéros sont cités comme étant prioritaires seront corrigés en classe lors du
premier semestre.

Bon travail !
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1 de

1.1
1.1.1 et
Pour la du lecteur, on ici quelques et
de
DZIHS tout ce o1 l(‘S
- N est des N* des non
nuls, > 1.
- 7 est des 7> des non
nuls.
- Q est des des
P ez gen,
q
On peut, a la que le seul
apetqgest 1.
- R est des réels, R* des réels non nuls, R
des réels ou nuls, R** des réels
- C est des C* des non
nuls.

On a les
NczZcQcRcC.

Les réels non sont dits Vous
de
de R
Sia et b sont deux on note [a, b] des réels

large, entre a et b.

Cette vaut quel que soit dans a et b sont

[0,1] = [1,0].

Les de la [a, b] sont de R.
d’un réel
La , ou d'un réel z, notée |z,
entier plus petit que x. dit, |x] a Z et

lz] <z <|z]+ 1

4

dans ce texte

alr sens

le plus



Ainsi :

Si z est ou nul, |z| en « a x sa partie

Pour a et b dans RU {—o00, 400}, la
limf(z) =05

Tr—a
est mais : elle conduit a
d’une limite. On lui ici
f(x) —b.
Tr—a
Pour une suite (uy),>0, €« m ne peut que vers 400 ». On écrit

U, — £, ou:u, —~.

».

a priori

n—+o0o

Si f est une fonction sur 1, la fonction de f est notée f.
Si f! est sur I, on dit que f est deux fois sur I; la
(f") de f’ est alors notée f”. On sans si f est n fois sur I, sa

n-iéme est f.
unité, ou

On ainsi le cercle de O et de 1 du plan R2. ce plan

est a C des le cercle a des
de 1.
de R?
Soit D une droite du plan R? non a l'axe des : D donc une
de la
y=ax+Db, avece (a,b) € R?.

On ou de D le réel a.
est claire : si My et My sont deux de D de (x1,71)
et (22, 1y2), alors

Y2 —
a=""—".
T2 — 1

i.e.

Cette du latin «id est » est tres en elle
« .

En le mot « » est de « ».



1.1.2

La obéit a des qui otre
Voici les plus
- Un objet est en par le terme
« solt »: la la de ; «solt U un non
nul ». «soit z un non réel ». «soit n un de N* » ...).
- Un n’est pas une suite de est.,
pour en (et avec des
En les et les = et
&, utiles pour de et des ne pas étre
des a du
- I est bon ce que l'on va par des du type «
que ».
Bien par les dans la suite
VOus une idée de ce qui est
1.1.3
Les sont dans le de sans que les no-
les ne ces dont est tres
et que nous dans la suite.
Le est noté Vil « pour tout » ou « quel que soit ».
Le est noté 451l « il ». Par la
Vo € R, e’ >0
que. pour tout réel z, le réel e est La
VyeR, JrxecR, y=2"—>52z
que. pour tout réel gy, il (au moins) un réel x tel que
° —br =1y,
ce que 'on peut au d’une étude de fonction (cf 5.3).
Les de de
Vous par que. pour une suite réelle (wy,)n>0. & (Un)n>0
vers 0 » est par :
Ve>0, INeN, YneN, n>N = |u,| <e.
Cette est : dés qu’on se fixe un seuil €, il
un entier N de g) tel que. pour n > N, |u,| soit par €. De
plus donné un scuil € > 0, la suite (uy,) est par € « a
partir d'un rang ».



On

Vet d que dans des
et. & vrai dire, le plus

les
dans des

en
En aucun cas on ne peut meé-

et s les ne sout pas des
une par un est une Si l'on veut
est vraie pour tout réel z, la en
x : « Soit z dans R.» . On que la est vraie pour x.
Dans la suite de ce nous les pour
1.2 Le par (1)
Soit P,, une de n. Pour que P, est
vraie pour tout n de N, on peut de la facon
- On la pour n = 0.
- On fixe un entier n tel que la P, soit vraie. On alors que
Pri1 est vraie.
Ces deux on peut que la P,, est vraie pour tout
n. Le est la la plus de par
Il se peut que 'on de la d’une P, pour tout n dans
N*; alors en la de Py.
Le par est un outil Dans la des
que vous en sa mise en ne pose pas de Il
en de En n fixc.
a n ne doit dans la de la P, :
P, une de la
Vn eN, ...
n’a aucun sens. Il suffit de an une pour s’en
L. (%) des desn
Pour n dans N*, la somme des n est par la formule :
n(n+1
2
sur nous dans le 2.3.
Tei. nous par
nn+1)2n+1
Vn € N*, 12+22 4+ 4n?= ( ) >.

Pour n dans N*, on note P, la

1P+ 22+ 4n?



La de Py est

n dans N* tel que P, soit vraie. On a donc :

1)(2n +1
12192422 MO )6(n+ ).

Alors :
P42+ (n+ 1) =(P+2+--+0n°) + (n+1)%

JIRRN A .
d’ou, aP,:

o DD 1y = "L (ngan 1) 4 600+ 1)),

1422+ +(n+1) ;

Mais :
n2n+1)+6(n+1)=2n*+Tn+6 = (n + 2)(2n + 3).
En fin de

2492 4 (n 1) = (n+1)(n+2)(2n+3).

6
Pri1.
2. Une
par
1 1 1 1
Vn € N*, l14+=4+—=+-+—=<2——.
n + 52 + 32 + + 3 S -
Pour n dans N*, on note P,, 1a

1 1 1 1

1+—=+—=4+- - +—=<2—-—.

+ 52 + 32 + + 7S -

) 1
Ona2-— 1 =1 donc :

1<2——.

La Py est vraie.

n dans N* tel que P, soit vraie. On a donc :

R
22 32 n? — n’
En 1/(n+ 1)% aux deux de il vient :
1 1 1 1 1
D) 14— oo <2~y
A i A O (AR }



que :

5 1 1 N 1 1 1 1 B 1 >0
n+1 n (n+1)2) n n+l (n+1)2 nn+1)2 "
Il en que le de droite de (1) est par
1
n+1
Il en est a de méme du de ce qui que I'on a :
LTI A S
22 n?  (n+1)2 — n+1
7Dn+1~
1 ((F.x). des des n .
1\ 2
Vn € N*, 13+23+---+n3:(%> :
2 (I). La (Un)nen est par :
ug € R ; VneN, u,i = u,>.
Uy, €N de ug et n.
On par Up, n 1,2,3,4. De
une d’un n, il est de
par le en les de n.
3 ((1.%). . aeth réels, (Up)n>0 une

suite telle que :
Vn € N, Upi1 = aUy, + b.

On se de Uy €1 de n et ug.
a) le cas a = 1.
On a# 1.
b) x =ax+b. On note l la la
il est de { par sa ; seule est
¢ =al +D.
c) On n dans N :

Uy, = Uy — L.

que (U )pen st une

(U La (U‘n)nZO ¢
Les dans cet sont dites « ». Les
au cas a=1 b=20).
4 (D). Soit ¢ R**. x R, soit :

T

J(@) = V1+ca?

FU @), f(fF(f(2))) et



Pri2, voire en la

1.3 Le par (2)
On des un petit peu plus
peut en la du fait que P, et Py
du fait que Py, ..., P, Pri1 (« forte »). La
étre Dans la (« a deux
doit la de Py et P;.
1. (%) de
La suite de (F)n>o0 st par :

de

F():O, F1:1 ) VHEN, Fn+2:Fn+1+Fn-
Cette suite, par au
Nous que F,, est donné par une formule
1++/5 5 1-+/5
o= = )
2 7 2
Nous pas ces mais le fait que a et 8 sont
tion du
> —x—1=0.
Pour n dans N, soit P, la
a” — Bm
F, = 75
V5
La de (F)n>0 P,, par une a deux
Les Py et Py sont En effet :
0 0
a’ — o —
J:O:FO, ﬁzlel.
V5 VB
Soit n dans N tel que P, et Pyy1 Alors :
1
Fn+2:Fn+1+Fn: ﬁ (an+1+an_ﬁn+l_ﬁn)'
Mais :
" ra"=a"x (a+1)=a" x a? ="
De méme :
ﬁn—&—l + ﬁn — ﬁn—l—Q.
an+2 o 67@—4—2
Fn+2 =
NG
La Prio est

10
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(a) et
Le par est un outil tres pour des for-
mules cet une n’'est pas for-
cément une et il est de se « d'ou vient » la
formule Vous en année une per-
de le terme d’une suite de la
Vn € N, Upto = AUpy1 + bUy,.
(b) A quoi
a rendre plus ou la de al-
a la suite (F,)n>0, sans pour en
la
a le n tend
vers +00) de (F)n>o0 @ (Fn)n>o est de deux de
a>1et p € —1,0[ n tend vers 400, F), se
«a peu pres » la suite (Ozn/\/g)n>0, ce que la
de en ~de
5 (F). Soit (up)n>o la par :
Uy = 2, Uy = 5, Vn € N, Up2 = 5Un+1 — 6Un
Vn e N, u, = 2" + 3"
6 (F). La suite (up)nen est par :
Up?
u =1, wu; =2, et Vn e N, Upi1 = .
Unp—1
Ug, U3, Uy une U, - la
par
1.4 Le par
Pour une P, on peut par ;
que P est ot a une
: (%) de /2
que /2 est En par on que /2 est
On peut donc
v2="
q
ou p et g sont des de N* et on la p/q est En au
il vient :
2 ¢* = p°.



est impair, le

petq

par

« ».

les
ou
d’une
partie
sont

une solution
par

et d’une

Par p? est pair. Or. le d'un entier
la formule :
Vk € Z, (2k 4 1)% = 2(2k? + 2k) + 1.
I que p est pair et donc 2p’ ou p’ € N*. On a donc :
2 2
¢ =2p"
qui que ¢2 est pair, done que g est pair. Les deux
2 ce qui
Les en sur un
qui est par une
In3
7 (D). que —— est
(D jue
1.5 Le par
Le par est utilisé pour
donné « par » est
Dans la partie on les
de a limiter les La
a les par
ment solution du initial.
Dans les cas et fournit en
est alors une du fait que la solution
L. (%) d’une en d’une

Soit f une fonction de R dans R. On va

de de R dans R les
- p est paire, ¢ est
-f=p+i.

donce que f

dans R. En sur x et —x des

f(x) = p(x) +i(z),

un

p + 17 avec p paire et ¢
f et p+i, il vient :

f(=2) = p(==) +i(—z) = p(z) —i(z).

il vient :

En la somme et la de ces deux
1 1
p(z) =5 (fl@)+ f(=2)),  ilz) =5 (f(2) — f(-2))
deux p et ien
ple) = 3 (F@) + f(-2),  ila) = 1 (@) ~ ()
On que p est paire, ¢

12

et que f=p-+i.

ce

d'un



2. (%) Une
On la des condi-
tions. Voici un tres > on les f de R dans R
sur R et telles que :

(1) VyeR,  flaty)=f)+f).
qu’il y a ici deux s la et la (1).

Soit f une y et par ax. ll
vient :

Vr € R, [z +y) = f(x).

x =0, ce qui est est vraie
pour tout x. Il vient, pour tout y de R :

f'(y) = 1'(0).
fest et f de la
x +— ax + b.
Soit f une fonction On de deux réels a et b tels que :
Vr € R, f(z) =azx +0.

si f est du foest pour x
et ydans R, on a :

fle+y)=alz+y)+b=ax+ay+b,

f@)+ fly)=ax+b+ay+b=alx+y)+2b.

Pour que ces deux il faut et il suffit que b soit nul. En
les du sont les :

r—ar, a€clR.

du
Une un peu plus fonction f de R dans R
(1) et sur R est de la T = ax. la est une
plus que la ce est plus fort que celui
tré ici. La des ainsi a

13



Ce est Son but est de les de calcul al-
au et les > et I ainsi que la de
d’un entier

2.1 et

Une bonne du calcul est en
en Au dela des de calcul calcul sur les puis-

il faut par coeur les
- Les usuelles : (a + b)?, (a — b)?, (a + b)(a — b).
- La somme des n :
n(n+1
1+2+---+n:%.
- La somme des n + 1 de la suite (a*)r>0 pour a # 1 :
a"tl —1
l4a+a*+ - +a"=——,
a—1

a partir de on la somme des n+1 d’une suite

- La

an o bn — (CL o b)(anfl —|—a”72b—|— L. _}_abn72 + bnfl)7
qui est une de la formule que si n est impair, alors
(—)"=—1etona la
a® T pt = q" — (_b)n — ((I+ b)(anfl o an72b+ L abn72 + bnfl)’

2.2 Le >

La des ou A1y ey Qy St

(1) ay +---+a,
ou, d'une plus et de toute
2 D)
k=1

On plus pour m entier de {1,...,n}:

(3) Zak:am—l—-'-—iran.
k=m

14



Dans les (2) et (3). la lettre k, , est une , ce

qui que 'on peut SOIl 1O Sans la somme : la somme (1) peut
otre
n
S a
i=1
(est la méme qu’en En effet, dans
b
| s
a
la t est La est la « » de
Les ont une en il suffit pour s’en
de faire une en Le > et
la ont un tres pour noter des
de et il est de s’y
il ne faut pas a a une du type (1) en cas de : pour un calcul
non il est de al al avec des
de
L. (%) Un trivial
La somme
n
>3
k=0
vaut 3(n+ 1) : on somme n + 1 tous a 3.
La formule
1+2+---+n:w,
se
- n(n+1)
Y k=—r
k=1 2
De cette formule on la somme des n d’une arith-
En effet, une suite est de la (ak+b)r>o (a est la
de la b son Par de la il vient :
b+(a+b)+---+((n—1a+b)=nb+a(l+2+---4+(n—1))
ce que 'on plus
n—1 n—1
ak +b) =nb+a k:anrMa.
k:O( ) ; 2
Il est par coeur cette Mais il faut
la tres



3. (%)

La formule la somme d’une se
n
. an+1 -1
>t =——
a—1
k=0
pour a de 1 et n dans N.

Pour n dans N*, on len H, par:
n
1
k=1
Les H, treés en et vous les ren-
a dans les deux d’ On ne pas de
formule « non » pour H,.
Le déja des non SOus
8 (F). Soitn N*. une de la
n
g (2k — 1)
k=1
des n
9 ((F.). d’une série . Soit v un de ] —1,1[. Pour
n dans N, soit :
n
S, = rk
k=0
1
S, — )
n—+oo 1 — 7
10 (). On lance un dé On n fois les suc-
est la que 'on au
moins un 6 cesn ? la de cette n tend
vers +00.
11 (I). On n N* -
2n
1
Uy = g —.
k
k=n
Upi1 — Uy b en la de (Up)p>1-

16



12 (1).

13 (D). En

tout n>2:

n—1
Z H, = nH, —n.
k=1

la de la

x réel et n dans N* :

z": ka®.
k=0

On le cas x = 1. Pour |x| < 1, la
n tend vers 400.
14 (D). On lance un dé On n fois
Soit X la
d’un 6, en que X =0 si 6
de X. est sa n tend vers +oo ¢
En une somime ne peut pas de facon
est n’en sont que plus Une

On a alors

(an)n>0 et (by)p>o deux

Vn € N,

Ay = bn+1 - bn

de la

et la

les
le

pas.

Les cas o une

D ap=(br —bo) + (ba— b)) + -+ (bus1 — by).
k=0

Les bl,bz,...,bn se
1l est
L. (%) d’une
On a
En ces

1l reste :

n

Zak = bny1 — bo.

k=0

cette formule par

par

Vk € N, (k+1)?*—k*=2k+1.

pour k entre 0 et n, on

3
—

(2k + 1) =n*.
0

e
i

17

sur n.

est celle des
telles que :



Cette A

i
L

2k =n®> —n=n(n—1),
0

i

par 2, a la formule connue

3
—

b n(n — 1)'
2
k=0
2. (%) Une
On a : 1 1 1
1 Vere R\ {-1,0}, — = — = )
(1) v W ! rz+1) = xz+1
Par on en pour n entier > 1 :
= 1 1
2wy - e
— k(k+1) n+
En
SRR
P k‘(k‘ + 1) n—+00
Nous allons de pour la par
dans 2 du 1.2. Soit n un entier > 2. On a :

"1 "1
k k
k=1 k=2

Or, pour k > 2 :

1 1
k2~ k(k—1)
Par suite :
k2 — k(k—1)’
k=1 k=2
d'ou :
"1 1
— <1 1—-—=
e ( n>
k=1
On la
"1 1
—<2-—-
k2 — n
k=1

18



15 (I). a) Sin est dans N*,
u 1
> (14).
k=1

est la de cette n tend vers +oo ¢
b) Sin est un > 2,

k=2
est la de cette n tend vers +00 ¢
16 (1). trois réels a, b, c lels que :
1 a b c
Ve e R\ {0,—1, -2}, =— )
* W ! x(z+1)(z+2) ZE+£E+1+ZL‘+2
En pour n N*, une de
. 1
U, = .
—~ k(k+1)(k+2)
est la de (Up)n>1 n tend vers 400 7
17 ((Lx). des par . a)

a,b,c tels que, si :
Pz eR~ az®+ b2x? + cx,

on ait

Vi € R, P(z) — P(x — 1) = 2°.

En une de
S
k=1
b) cette
>
k=1
des P des n
de
On a dans les les trois
& n(n+1) "\, nn+1)2n+1) o, n(n+1
k= —"-—, k* = , kP= ——=
S R S

19
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Pour p et n dans N*| soit

n
Spn = kP
k=1
la somme des P des n Vers 1650,
les et que. pour tout p, il
de p) tel que :

VneN*,  S,,=B,(n).

X+l
T ce qui est

Le terme de plus haut de B, est

pourp=1,p=2p=3.

2.4 Le 11

un

avec les

Le des ou ai, ..., a, est noté soit :

(1) ap X - XA, =0ay...an

soit. de plus

2 [

Tei la lettre k est et est une Les
a la somme
1. (%)
a) Pour n dans N, n > 3, on a:
n
[[5) = (5"
k=3
On en cffet le den—2 tous a —>i.
b) Si n est dans N*, on a :
n
H 2k — 21+2+---+n _ 2%
k=1
2. (%)
(an)n>0 et (by)n>o deux de non nuls telles que :
b
Vn € N, a, = 2L
br,

On a alors

: a — ﬁ >< b_2 X . .. X bn+1
H b T by b,
k=0

20



Les bi,ba, ..., b, se 1l reste :

bn,
H ap — b+1 .
k=0 0
En pour n dans N* :
k41
P | A
Pl k+2
On a :
2 3 n n+1
P,=-x-x X X .
3 4 n+1 n+2
Par suite : 5
P, =
n-+ 2
18 (F). a) n N*,
A, =4+
k=1
b) n N*,
ﬁ k+4
o k+3
19 (1). n>2, une de
u 1
k=2
et la de (Cp)n>1 n tend vers +00.
2.5 d’un
Pour n dans N*, on note n! et on lit de n ou n le
n!:1><2><3~-><n:Hk.
k=1
Ainsi :
1'=1, 21 =2, 31 =6, 4! =24, 5! =120, 6! =720, 7! = 5040.
Il est de poser o' =1. la de
m+1)!'=(n+1)xnl
Les dans de

Voici quelques



L. (%) des
Pour n dans N*, on le
2n :
On peut
P,=(2x2x---

ou le de 2 dans la

1l est alors
entre 1 et 2n + 1. On

les entre 1 et 2n 4 1, (2n + 1)!. En du
il vient :
0, = 2n+1)!  (2n+1)!
" P, 2npnl
2. () Un calcul de n
Soit f la fonction sur R* par :
Vr € R, flx)=-.
x
On se de les de f. On a :
. —1 2 —6
Vr e R ) f/(l') = ?7 f//(SC) = E? f///(.fL') - ?
1l est alors de pour n dans N*, la
\ n (=1)"n!
La par est facile. Soit, pour n dans N*, P,
On a P. n dans N* et P,, vraie. En il vient, pour

z dans R* :

fr(@) = ~(n+1)

Pri1 ost

your n dans N*, de
1

P, des entre 2 et

P, = ﬁ(%).

k=1

X2) X (1 xX2Xx3xX---Xn)
est n. Ainsi :
P, =2"nl

le Q, des

que P, x Q,, est le de tous

(—1)"n! _

(D" (n+1)!
2 :

xn—i—?

[NV
(N]



3. (%) et

Les () ont éte par les Cette a
en de la de : pour n dans N* et m
dans {1,...,n—1}:
()= () ()
— + )
m m m—1
Les de une formule close pour les bino-
miaux : |
n n!
1 = —
(1) (m) m! (n —m)!
Cette est trés utile, des de vue et : le calcul
de
1 100.99.98.97. 100.99.98.97.96
00 _ 00.99.98.97.96 _ _ 75987590
) 5! 120
par la formule de
|
on que les m la de
En effet, sim € {0,...,n— 1} :
(n—1)! N (n—1)! Cn=D!'n—m)+(n—1)m
m' (n—1-m)l  (m—1)!(n—m) m! (n —m)! ’
a
(n—1'n n!
m! (n —m)  m! (n—m)’
11 est alors facile de se de la de (1).
pour n fixe. les de (:1) pour les dem:
n n! . n n! n n! n(n—1)
= — = = — =N = =
0 n! 0! ’ 1 (n—1)I1! ’ 2 (n—2)!2! 2

la formule « de »
n _(n
n—m) \m)/)
20 (F). une de
(k < K!).
k=1

On
kExEkl'=(k+1)! -kl

N
(O8]



3 et
La est un outil trés
ment de Elle joue un role
de les
- Les des et sinus des
le cercle

- Les

),

sin(z + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(z),

Ces

cos(x 4 y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y

otre

C1
en

du plan (et

et en 11 est

« ». En cas

cos(x — y) = cos(x) cos(y) + sin(z) sin(y),

sin(z — y) = sin(z) cos(y) — sin(y) cos(x).

a partir de la formule

e« e — ez(ery)

et et des deux mais il est utile
de les par coeur. au que. pour x réel. nous
la
exp(ix) = €.
I faut avoir en tete le cas des de
cos(2z) = 2cos?(x) — 1 = 1 — 2sin®(z), sin(2z) = 2sinz cos z.
21 (F).
T T T
12 3 4
En les du et du sinus de w/12.
22 (F). le de /8 en la de
le
23 (F). x dans R, cos(3x) en de cos(x).
3.2
Le de de les
- T +iy, (z,y) € R* d'un
- et d'un |22 = 2z
- re. r ¢ R*™ 0 c Rdun non nul.
- d'un non nul. de la ala
et



- des d’un point, d'un

- dans C des du a réels.
On se borne ici a des a ces du du
du point de vue réel est dans le 4.2 .
24 (F).
3 2i f 14+4)°
el
2+ 5 i
sous la a+1b, (a,b) € R%
25 (F). Soit :
4
1+iv3
a) 2 s0us sz =a+1b, (a,b) € R?, puis sous
cz=re’ re R 0cR.
b) 23.
26 (). les z tels que :

22 + 10z + 169 = 0.

27 (I). les 2 tels que 2° =1, sous algé-
puLs Sous

4 du

4.1 et
La des n'est pas mais du soin. Il est en
- de bien les des
- de que le d’une est plus facile & qu’elle est
28 (I). sont les réels x tels que

fla) = (2 = 3) (1 = Va) (|2 - 6) (|42 + 3])

soit > 0.
29 ((F)). a) Quel % et 2° x
[—2,400[ ?
b) Quel 1/x T ] —4,5]\ {0} ?
c) x4y, zy, x/y T>—2ecty>27
d) b) avec x > =2 et 0 <y < 3.

[N}
Ct



30 ((F.x) pour deux réels
trer, a etb dans R :

1
ab < 3 (a® +b°)
avec si et sia=b.
x ety des réels > 0. En ada=+r, b=/y,
on n
rry
VIY S ——,
avec siet ST =1.
enfin que 'on peut le des deux sui-
- la somme de deux réels x et y de p donné est minimale
- le de deux réels x et y de somme S est
r=y=.5/2.
31 ((F) de donné d’aire . On se un
de p. que son awre est par p*/4. Pour
y a-l-il ¢
32 (F). a etb de RT.
‘\/5—\/5) <+/|a—bl.
Dans on par dire pour de x les
sont
33 (I). la de z, le de :

a) f(z) =vr—1—+2x -3,
b) g(z) = /lz — 1] — /]2z — 3],
¢) h(z) =In(z+3) +In(z + 2) — In(xz + 11).

4.2 Le du réel
a,b, c trois réels et f la fonction sur R par :

(1) Vo € R, f(z) =az® + bz + c.

Sia =0, f est une fonction affine. Si a # 0, on dit que f est un de 2
ol un du
du et des du du sous la S0US
ce dont il en cffet a,b, ¢ dans R avee a # 0.
_ 2
A = b — 4ac.

26



Pour x dans C, on peut

b\° A
2 _ =
(2) ax +bx+c-a<(x+2a> 4a)'

On a ainsi :

2
A
ar® +br +c =0 <= x—l—i = —.
2a 4a
du et
On est ainsi conduit a la de
3)  flx)=0
-si A =0, (3) une dans C (dite « double »). &
b
2a’
cette est réelle.
-si A >0, (3) deux réelles a
—b+ VA —b— VA
2a 2a
-si A <0, (3) deux non réelles et
x1 et xy les de (3) dans C si A # 0. Pour A = 0, notons z1 = x5 la
double de (3). La mise sous la :

(4) Va € C, flz) =alx — 1) (z — x9).

Soit 0 dans R. Le
x? — 2cos(0)r + 1

a pour
A =4 (cos’(0) — 1) = —4sin®(0) = (2isin(0))*.

Les de ce sont done e et e A est nul si et si sin(6) = 0,
sl et si 0 est dans 7Z. Dans tous les cas. on a :

Vo € C, ? —2cos(0)r +1 = (z — e”’)(x _ e""ﬂ)_
34 (F). Pour m dans R, soit p,, le du
P T €R— 2% +ma + 1.

la de m, le de de py,.

27



35 (I). Soit a dans R. le de réels x tels que :

et des
) (3) et 1 et a9 les avec 11 = To si A = 0. On
a alors :
— c
X1+ Ty = —, 1Ty = —.
a a
la des d’une de 2 donne la
somme ct le des
36 (I). 1 et xy les deux du
i 2
p :x— ar”+ br+ c.
22 + 22 en de a,b,c.
Si on sait que (3) deux
x1 et xo, on leur avec les (5). En effet, le
du c/a de dire si 1 et x5 sont ou non de méme Dans le cas ot x4
et z9 sont de méme sic/a >0, le de z1 et z9 est celul

de leur somme —b/a.

enfin que si ¢/a < 0, alors

La ¢/a < 0 est done a de deux réelles non nulles
de
du pour les de la
pour fixer les idées :
a> 0.
La mise sous (2) et la (4) la

-Si A >0, alors :
Vr € R, f(z)>0.

-SIA=0etsiz est la double de (3), alors :
Ve € R\ {z1}, f(z) > 0.
- Si A <0 et sion note 7 < g les deux réelles de (3), alors :

Vi € |—o00, x1[ U]z, +00], f(z) > 0.
Vo € |xy, 2], f(z) <0.

T.a est sia<0.



37 (F). Pour m dans R, soit p,, le du
Pm i x €ER— 22 +ma+ 1.

la de m et les du réel x, le de f(x).



du calcul et au est un
de des Les outils ainsi créés ont avec beau-
coup des aussi que le calcul des et des la
des a une les la
La mise en du calcul et des d’une est
le coeur du de année d’ Le cours est
en mise au point par les du
et : y est A son
les sont a partir de ce point de 1l est
tres de d’une du
sujet. C'est le but de ce et des deux
5.1 des
Il est de bien les de calcul sur les d’une
d'un d'un ainsi que les des (poly-
d’une com-
posée de la exp(f),In f,+/f ou:
xz+— f(ax +b).
d’une
La formule la d’une tres utile, les evo-
Elle ne pas au de et vous sera
en année d’ Vous ot des
1 d’une . f et g deur a
sur des de R I et J. que Lon
f etg, que, tout x de I, f(x) a J, que [ soit
enx et g en f(x). Soit go f la sur I par
Veel,  gof(x)=g(f(z)).
go f est sur I et :
/ / !
Veel,  (gof)(z)=g(f(x)) x f(z)
38 (F). Pour des de
tion et la
—a:x+ 2°cos(br + 1),
~b:x e,
- c:z—xln(x),

c
—d:z—1In(e”+1),



3 2
e ¥ PR3

)
7f:x'_)ex+x+1

2

)

— g:x > In(e” +sin(x)).

T
~ h:
2+ 1’
. cos(2x)
g 7
x? —2
— j x> In(cos(2x)),
e
' sin(z)’

fﬁzx»—ﬂn(:v— xQ—l),

( :v—l—l)
~m:z—In|4/ ,
r—1

5.2 a un
La a Du point de vue
le f'(a) la pente de la au de f au point
a. si f est de la au de f au point
a est :
y = fla)+ f(a)(z — a).
39 ((F). Une des . a un réel non nul, fla
reR — ax?,
x1 et X9 réels tels que x1 < xo.
T+
que la au de f au ! 5 2 est ala
les du de f T, et To.
40 (1). a) f une sur un I de R, xg un réel
tel que f'(xg) # 0. du x1 en la au de f au
Zo laze (Ox).
b) On que a est un réel que [ est la par :
Vr € R, f(z) =2° —a.
Avec les
1 a
rr=z|To+—|.
2 Zo
Nous cette un peu plus loin. lors du caleul de /2 par la
de 42). La de la de sur le calcul

de a).

31



5.3 de la

On icl deux trés lices & la
5.3.1 de
des est une mais trés Elle est
sur le lien entre de f sur un et de f’, lien admis en de
mais qui sera en année d’
Une est la du de d’une
tion et le des La du de d’une fonction
f en cffet de le de d’une de la

flz) = A, A€ R.
Une étude

Soit p un réel. Quel est le de de

On pose. pour x dans R,

On a:
Vz € R, fl(x)=5(x"—1) =52 —1)(2* + 1) =5(z — 1)(z + 1)(2* + 1).

Cette rend le de f'(z). La fonction f est
sur | — oo, —1], sur [—1,1], sur [1,4o0[. En
utilisant les

f(=1)=4=—f(1), f(z) — +oo, f(¥) — —o0

T—r—+00 T—r—00

le de donne les

-sip < —4, (E,) une réelle, qui al—

-sip el —4,4], (E,) trois : une dans | — oo, —1[, une
dans | — 1, 1], une dans |1, 4o00[;

-sip >4, (E,) une réelle, qui a1, +oo[;

-sip=—4oup=4, (Ep) deux

Le de la fonction f et le des Yy = p pour p =
—7,-4,0,4,7 de ce

41 ((D.*). Calcul d’une par la de . Soit a
R*™. La (Up)n>o est par son terme uo, de RT™ et par la
de :

1
Vn € N, Upp = 3 (un + ﬁ) = fu(uy)

n

32



ot la fa est par :

Vo € R™, fa(x):% (x+g).

T
a) fa et en le
b) que la (Un)n>0 est bien el @ dans R*,
c) les

Vo € R, falz) > Va,

Vz € [Va, +oo], fa(z) < .
En que (Up)p>1 st

d) Pour n dans N, on pose :

U — +a

U = ————.
" u,+4a
Vn € N, Up1 = Un°.
c) U, en den (cf 3).
1y
2’VL
Uug — /a
Vn € N¥, 0 <u, —+va < (ur++a) U — Ve .
Ug + \/E
que (Un)n>o vers y/a.
g) On a=2,uy=1. la fa et les
de la suite (Up)n>0- de la ¢) dans ce cas.
n une 4 107° pres de /2 2 les
de
a Il a éte au dix-
par et en une des
des d’une f(z)=0.
le On se de une ¢ de dont on
une On une suite (z,),>0
x
Vn € N Tpil = T — f(an)
’ fi(n)’
n
le point de o aussi pres de £ que le dont on
On que si xg est pres de £, alors (2y,)n>0 vers £. La est
de plus tres Dans les f) et g) que ’erreur
|un, — V/a] est par une de la
e, = Ck*"



avee C'>0et k< 1. Ce type

on voit qu’a peu de

(«

année d” ECS.

La de
une
5.3.2
Une peut se
() Une
que vous aurez
11 done de
a cette
exp est
Par suite, f est
donc
le
0.
La
Une pour
on peut
avec sl et
avec sl et
In est de sa

ou

vaut en fait pour toute
en?
=
prés, le de double a
»). La du est en
a oté au Elle
en
par la d’une fonction f. de
au de f via de ses
utile
Vo € R, e >x+1,
On pose. pour x dans R :
flx)=¢€"—2x—1.
Vo € R, f(z) > 0.
le de f. La des de f de
On a :
Vz e R, f(z) =€ — 1.
frest < 0 sur R™*, nulle en 0, > 0 sur R,
sur R, sur RT. Elle est
a f(0) = 0. Clest le de
de la fonction exp est de sa au point
en outre que, pour x # 0 :
e’ >x+ 1.
la fonction In est sur RT*,
sous la
Vo €] — 1, 400, In(l1+2z) <z
six = 0. y=x+1, on
Yy e R™,  In(y) <y—1
siy = 1. e de la fonction
au point 1.

34



42 ((F.x). Une utile).

Ve € RY, sinz < z.

un cette

43 (F). Soit n dans N*. le de la

par :
Vz € RT, fo(z) = 2" "

44 (F). Soit A R**. le de la

R™ par
by 2
Vz € R, fulz) = % — In(z).

Ja

Ia

sur R

sur



6.1

de R ou de +o0.

un
ici & quelques

du terme

Les

et
a pour but de les al d'un point
Elle joue un role dans (par
en Au cours des deux d” ECS, vous ¢étu-
de pour ce type de On se limite
de calcul des
du taux de mise en
de la
des en

sur les d’une fonction
vers 0,
45 (F). la en 00 des
2
a:xr—e V7 b.xl—>4x+3, c.x»—)xg_l,
In(1
e: x> cos(x?) e ®, frxm— %,
46 (). la en 400 de :
e 2
x
47 (1). x € R™, so0it :
f(z) =sin(1/z).
a) le de f. est la
vers +0o 2
b) La f a-t-elle une en Q¥
c) est la de zf(x) x tend vers 0 %
6.2 de
La de la donne la
f(x> _ f((l) SN f’(a).
T —a z—a
A priori, x tend vers a,
f(z) — f(a)
T—a
est une et

de lever

36

par une fonction

PR sm(yc)7
x

g:x— (2+sin(x))z.

T tend

de f(x)

vers 0): la



Bien

vous

48 (F). En la

e’ —1 sin(x
— 1, (z) 1.
x x—0 T z—0
cette est limitée et
des outils tres pour

cosz — 1 sin(5z) In(1+ 2z)

les

x tend vers 0,

des

ce type de

r x  sin(4x)
Inx
- x tend vers 1.
r—1
6.3 en du
Pour la limite d’une une est la
en du
1. (%) de deux
P et @ deux Pour x dans R, on écrit :
P(x) = Zaﬂl, Q(x) = ijxj.
i=0 j=0
On a, et by, non nuls (afin que P et Q de p et q).
la limite quand x tend vers o0 de
P(x
Q(x)
On par les 2P et x7. 1l vient :
a, +&=L 1 ...4 %
F(x) = a1 F—t L
by + =+ + 2
On 4
F(x) =a"1U(x), avec:U(z) — -Z.
r—+o0 bq
La limite est donc :
-0siq>np,
a, a, |
-—=—=sip=gq,
b, b, p=4q
: ap : a,
-4oosip>qget —=>0, —ocosip>qget — <0.
by bq
En la limite de F'(x) quand z tend vers +oo est celle du
apx?
byt
des des



la limite en +oo de
2?42 +3In(z) +e”
x4 +cosx — 1

en +oo. Le terme du d(z) est x, celui du
n(z) est 3. On éerit donc :

CcoS T 1

d(z) = o (1 - F) = 2tu()

ot u(z) tend vers 1 quand z tend vers +00. De méme :

1 Inz e*
— 3 _ .3
n(x) =x (1—1—;—# - + o ) = z°v(x)
ot v(z) tend vers 1 en +oo. 1l vient

v(w)
f(z) est le de 1/ qui tend vers +oo par u(z)/v(z) qui tend vers 1.
Au total

fz) =

SHR

flx) — 0.

Tr—r-+00

que la fournit un plus

T—+00
dit, f(x) tend vers 0 x tend vers +00 « & peu pres 1/ ».
La de de un sens a cette
un peu
a et [ deux réels tels que
8] < |al,

A et B deux réels non nuls.
u, = Aa" + BS".
Pour n tel que u, # 0, on a :

Un+1 A+B <§)”+1
= a I
Uy, A+ B (&)

Le réel v = B/a est de a 1. La suite (9"),>0
tend done vers 0. On en :

Un+1

— Q.
Unp, n—-+oo

On que pour la suite de (F)n>0, ON & :

Foia 1++/5
o
E, n-otoc 2

38



49 (F). la en +oo de

50x +xInw e +/r+e"+cosz e’ —1
= - pu— h pum
/() zln(x)+3’ 9(@) 220 4 272013 @) x6 + 2e* 4 e7/2’
In(1
i(x) = %, j(z) = exp (=3vx + = — In(z” + 1) + cos(z)),
n(x

k@) = v (Ve +1-va).

39



7

7.1
a été en de Le calcul des est limité,
a ce a celui des Il est de les
- Le lien entre et le fait que si f est une fonction
sur I et a un point de I, alors la fonction
x
T / f(t)dt
Ja
est sur I de f.
- Les A la liste vue en exp, cos, sin)
les non : pour «a réel de —1, les
de
x —
sur R™ sont les de la
a+1
T +C, CeR
a+1
Le cas a = —1 est s les de
1
T —
x

sur RT™ sont les
r—In(z)+C, CeR.

- La de ; les
b b b
[ gy a= [ foas [ g
/b)\f(t) dt = )\/bf(t)dt.

- La les sia < b,

-b b
Vt € [a,b], f(t) < g(t) = / f(t)dt < / g(t)dt.

de

Cas utile :la

/abf(t)dt‘ < [swrat

que l'on en

vtela,b], @O <) <[]

40



50 (F). les des
1. z € R+ cos(3z) + 2sin(bx),
2. x €ER—6e 47,
3. ER— e e,

4. x €]1,4o00[

, ot v € R.

(In(z))”

51 (F). En les dans 2 du

et dans 31,
5 dt 5 dt
[ [
L tt+1) o tt+1)(t+2)

52 (F). Pourp et q dans N*,

2w 2
/ cos(pt) cos(qt) dt | / sin(pt) sin(qt) dt.
Jo Jo

53 (I). a) Soit x dans |0, 4+00] :

2z _:
G(az):/ gdt.

t
la de G. On :
X : t
F(x) = / L
1t
et G en de F.
b) f une de R R, u et v
dans R. la de la G sur R par :

v(z)
Ve eR,  G(x) = / F(b) dt.

7.2 par
La dite d’ par est une
et et de la formule la d’un
en de Elle ne pas dans les du
malis les de calcul. de
une Si w est une fonction sur I, on pose :

2 par . u el v
I de R, sur I, a a et b deux

2.3

de R

du lien entre
Elle est donc

sur un

de I.



On sait que :
!/ / !/
(uwv)" = wv" + u'v.

On a done :

(1) / (u(t) v'(t) + u'(t) v(t)) dt = u(b) v(b) — u(a)v(a).

La formule se de ce calcul et de la de
Quel est de la formule par Le
Deés que le calcul des de u'v est plus
des de uv', la formule (2) un gain.

1. Soit z dans R.

/ t cos(t) dt.
0

Le point est que
u t—1t
se dérive en la fonction a 1 alors que cos se
v = sin, le uw'v = sin done
fonction uwv'. En la formule il vient :

/ u(t) V'(t) dt = [tsint]f — / sin ¢ dt.
Jo Jo

On a :

[u(t)o(t)], se
que celui

en sin.

a la

[tsint]§ = xsin(x), / sintdt = [—cost]§ = —cosz + 1.
0

Au total : -
/ t cos(t)dt = xsinz + cosz — 1.
Jo

2. (%) de In
Soit & dans RT*.

| /1 “In(t) dt.

On pose ici, pour t dans R :

1l vient :

Le u'v est la fonction al. par

/x In(t) dt = [t In(t)]F — / dt = 2ln(z) — 2 + 1.

42
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: la fonction
reRY = xin(z) — =

est de In sur RT* et la
de In sur ce méme sont les

r+——zln(z) —z+C, CeR.

—lenx=1;les

54 (F).
x
/ t? sin(t) dt.
Jo
Plus une de les de fonc-
tions de la x> p(x) sin(x) ou x — p(x)cos(x) oi p est un
55 (F).
x x
/ tel dt, / t2 el dt.
Jo Jo
Plus une de les de fonc-
tions de la x> p(x) € ot p est un
56 (1). sia et b sont réels non nuls et x un réel :
x
flz) = / e™ cos(bt) dt.
0
On fois par
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1. vient de la
2 1 2 1 2 1 2 2 2
LU R LR |y U R VR
4 4 4
2. Pour tout n de N, u,, = uo®").

3. ¢) Sinest dans N :
Upt1 = Ups1 — = (au, +b) — (al + b) = a (u, — {) = av,.

d) Pour n dans N :
Up =0+ a" (up — 1) .

Si ug = £, la suite (up),>o est elle vers £ pour |a] < 1, est
non donc non sifal > 1. Pour @ = —1, (ugp)n>0 €t (U2ns1)n>0 sont
a des (Un)n>0
4. Pour n dans N* et z dans R, soit fll = fof---of (n Alors :

T

6. Pour tout n dans N, u,, = 2".

_ In2 »p .
7 — == 29 = 3P, car le est pair,
In3 ¢
le (ou a de de d’'un entier non nul en
de
8. La est n2.
, 1 —pntt
9.0na S, =——ct. Ir] <1, r"™t —s 0.
1 —Tr n—-+0o0o
10. Soit Aj, D« on pour la fois un 6 au k-iéme ».
On a: -
1/5\"
P(A) === .
0= (3)
La un 6 le n-iéme est donc
1 n § k—1 L § n
6 6 - 6)
k=1
Cette tend vers 1 n tend vers 400, ce qui est a
11. On a:
1 1 1
Un+1 — Un -

:2n+2+2n+1_n'

44



1/(2n+2) et 1/(2n+ 1) sont tous deux par 1/2n, la
est et (Up)p>1 est

13. En la
L 1— n+1
IR
1—=z
k=0
il vient : .
kakfl _l-(m+1a"+ nx”“‘
— (1—x)?
Il reste & par x.
Pour |z| < 1, cette tend vers
1
(1—=)?
14. les de 11. de X est
n k—1
1/5
E(X) = k= | =
0=k (5)
k=1
On une sans > en 5/6 & x dans

dent. La limite en 400 est 6, ce qui est

15. a) On utilise :
1
In (1 + E) =In(k +1) — In(k).

Le est In(n + 1) — In(2). La limite est +oo.
b) On

In (1 _ %) —In (<k+1;gk— ”) — (k4 1)+ In(k — 1) — 2In(k)

=In(k+1) —In(k) — (In(k) — In(k — 1)).
Le est :

I(n + 1) — In(2) — (In(n) — (1)) = —In 2 + In (” i 1) |

La limite est —In(2).
16. On que le triplet

1 1
b = — —1 —
(CL7 JC) (27 72)

(pour le voir, tout réduire au méme
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La somme n’est autre que :

1w /1 1 1 1
5;(Ek+1)(k+1k+2)’

((1ni1> B (%ni?)) :%2(711—1—1) 2(n1+2)‘

1
La limite est —.
4

DN | —

18.a) On a: A, =4 on :

a n(2n? 4+ 3n +7)
" = K 4+1) = .
= 00 1) = M
k=1
) 4
b)Ona: B, = nt .
3
19. On a :
Shk—1k+1 {xk—1 {4k+1 1 n+l n+1
Co=ll ==l <=5 =%~
k=1 k=2 =2
o 1
La limite de (C,),>2 est 5
20. Le est (n+ 1)1 — 1.
21. On a:
Ccos (1) = 7\/6+\/§ sin (1> = 7f_ \/5
12/ 4 7 12/ 4
22. En
2
Q = cos (f) = 2cos (f) —1, coS (z) >0,
2 4 8 8
il vient :
<7r> 242
cos (=) =
2
23.On a :
Vz € R, cos(3x) = 4 cos(z)® — 3 cos(x).
—4 —19;
24. a) Le st ———.
1) La est 9
b) La est —2 — 21,
25.a) On a:

—4 20
z = :—1+i\/§:2ex — .
1+iV3 p<3)
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b) La que 23 = 8.

26. Les sont
5412, —5— 12,
27. Les de ¢ dans C sont
V24 V/2i o <Z7r) . V2 +V2i o 2.57T
— =exp i~ it — ————— =eXx — .
2 P\Uy) 2 P
28. est sl et stz > 0. Pour x >0, on a
f(x) >0z €[0,1[U[V3,6].
29. a) Le réel 22 R*. Le réel 23 [—8, 00l que la fonction x — x? est
sur R, sur R, alors que x 3 est sur R).
b) Le réel 1/x décrit | — oo, —1/4[U[1/5, +o0. que la fonction = — 1/ est
sur chacun des R~ et RT™).
¢) Le réel 4y R**. Les réels zy et x/y R. aux

d) Le réel x 4+ y décrit | — 2, 400]. Le réel zy décrit [—6, +oo[. Le réel x/y décrit R.
30. 11 suffit
a® +b* — 2ab = (a — b)>.

31. rety=p—uxles des L’aire du est
r (p - .’L') )
x=p/2 le
le est un carré.
32. A a et b, on peut a > b. les deux sont
>0, a:

(\f—\@)2§a—b,

. a+b—2Vab<a—b, ic. 2b<2Vab,

ce qui est vrai a>b.

33.a) On a f(z) > 0si et stz e [3/2,2].

b) On a g(x) > 0 si et size[4/3,2]. trois cas selon les de
xr—1et 2z —3).

¢) On a h(z) > 0 si et six > 1.

3. Sim €] — 2,2, pm réelle. Si m €] — o0, 2[U]2, +00[, pm

deux Sim vaut 2 ou —2, p,, a une réelle
35.0n a

P —r=ad"-a< (v —a) (@®*+ar+a*—1)=0.
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Le 22 4+ ax +a? — 1 a pour

4 — 3a2.

Te de du est donc 0, 1, ou 2 selon que |al est
) ) 1

ou a2/4/3.

part, a est du

si et sia? = 1/3, a
+./1/3.
Ainsi | si |a| > V3/2, a pour seule Sia=+2/v3oua
il/\/g, deux dans R. Dans les cas. trois
36. On a
2 2 2 b ¢
1”7+ x9” = (21 + 12) —2mTy = — — 2.
a a
38. Les de sont at Les des
sont par les (sur des a
d'(z) = 3% cos(5x + 1) — 152° sin(5x + 1), ¥ (z) = —sinx %, d(z) = In(z) + 1,
e* 3 2 2x + 1 D)
d/ ) = 7 6/ ) = 31,2_'_41__'_3 ea: +2x +3x+4’ /l' — 6\/:(: +x+1’
e + cos(2x) 1—a? —2(2% — 2)sin(2z) — 2z cos ¥
9(@) = —me == W(@) = g 1) = T2 )
er 4 sin x (2 —1) (22 —2)
, —2sin(2z) sinx — xcosx 1
(1) = ————% = —2tan(22), k' (2) = ——————, V() = ——
) = ) = —2tan(@n), (@) = T ) = o
1
m'(z) = PURNEE In(v/u) = 5 In(u)).
39. La au point al -;-1172 a pour pente
20 ;xQ =a(x; + z3).
La les r1 et 29 du a pour pente :
Y2 — — (21 + 72).
To — I1
Les pentes sont les sont
40. a) La au au point

To a pour

y — f(xo) = f'(wo)(x — ).

Elle coupe I'axe (Oz) au point (z1,0), 24 par :

—f(@o) = f'(zo)(z1 — 20),
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solt
f(x0)
f(wo)

Ty = Ty —
41. a) Il suffit de que :
Vr € RM, fa(z) € RY™

b) pour x > 0:

pour x > 4/a,

d) On a donc, pour n dans N* :
Un —Va (uo— \/a>2”
u, +va  \u++a)
Pour n dans N*, 2™ est pair, d’ou :
Ug — \/E &
() =0
Ug + \/E

On a part, a la de (up)n>1, la

Vn € N*, Uy < Uyp.

s’en

r — sin(z) — .
Le est de sa en 0.

43. On a. pour x dans RT :

fi(x)=e 2" (n—2).

n
La fonction f;, est sur [0, n], sur [n, +00]. Elle atteint son
en n et ce vaut (n/e)".
44. Le est atteint pour z = 1/v/X et vaut
1
5 (14 1In(N)).
45. Dans les sont 0, 1/4,0, 0 d’une fonction et d'une
fonction vers 0). 0 que le 0 y = In(x) et noter
que y tend vers 400 avec ). +00 2 4 sinx par 1).
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46. La est 1 A

r—1 x
< L_J S 1
x x
et au des
47. a) La limite de f en 400 est 0 (car 1/z tend vers 0 x tend vers 400 et
sin(y) tend vers 0 y tend vers 0).
b) La fonction f n’a pas de limite en 0. On peut le en pour n dans
N*, z, = 1/n7m et en que (n)n>1 tend vers 0 alors que
Vn € N, flz,) = (=1,
ce qui que la suite (f(z,)),>; n'a pas de limite en +o0.
I est de le de f.
¢) Le d’une fonction (ici z = sin(1/x)) et d’une fonction vers
0 (ici z — z) tend vers 0.
48. Les sont 0,5,1/2, 1. Pour la on les
In(1+ 22 sin(4x
7( ) — 2, (47) — 4.
x z—0 xT z—0
49. Les sont :
-1 le terme xIn(z) dans le et le
- 00 le terme e’ dans le le terme
2?13 dans le
-1/2 le terme e’ dans le et le
-1 le terme In(z) dans le et le
- 400 le terme x dans In(j(z))):
1 o .-
-3 la puis par \/z).
50. Les trois sont :
sin(3z)  2cos(bx 3e 4 "
x — é )— 5( )+C’, T — +C, xz—ef +C.
Pour la il faut Pour a = —1, les sont les

z+—— In(In(z)) + C.

Pour ae £ —1, ce sont les

1 Oé-i-l
T — 7( ne) +C.
a+1
51. : In(3/2), 51n(35/32).
52. Les deux sont nulles. le pour la On écrit -

cos(pt) cos(gt) =  (cos((p + a)1) + cos((p — 4)1))
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On cette sur [0, 27] et on la

2 . 27
Vn € N*, / cos(nt) dt = {sm(nt)} = 0.
0

53. a) On écrit :
Ve >0, G(z) = F(2z) — F(z),

puis
Vo> 0, G'(x) = 2F(2) — F'(x) = sin(2z)  sin(z) _ sin(2z) — sin(x).
x x x
b) On le calcul Il vient
veeR,  G'(x) =2(2)f(v(z)) —u'(2)f(u(z)).
51. Pour un réel p, on a :
/ p(t) sin(t) dt = [—p(t) cos(t)]§ —I—/ p'(t) cos(t) dt.
0 0
Sip est de d, p’ est de d — 1. On peut donc en
d par
56. On une fois par
1 x T ar o3 b T
f(z) = {—e“t sin(bt)} — / 9 gat sin(bt) dt = sinbe) / 9 gat sin(bt) dt.
b o Jo b b Jo b
On une fois par
‘ at _: at_COS(bt) ’ “a at
e”sin(bt)dt = | —————=| + [ —e™ cos(bt) dt.
0 b 0 0 b
En ce on la de

a Paide des deux



